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O czym bede mowit

o Roéwnania typu logistycznego bez opdznienia
@ Wyprowadzenie modelu
@ Podstawowe wlasnosci matematyczne
@ Poréwnanie r6znych réwnan

e Roéwnania typu logistycznego z opdznieniem
@ W jaki sposéb i dlaczego dodajemy opéznienie
@ Podstawowe witasno$ci matematyczne

Q Zastosowania
@ Model z op6znieniem i $miertelnoscig
@ Rodzina modeli Hahnfeldta i in.
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Bez opdznienia Wyprowadzenie Wiasnosci Porownanie

Proste modele pojedynczej populacji

Zatozenia

@ N(t) — oznacza liczebnos$¢ populacii;

@ Populacja jest ,dobrze wymieszana” — nie uwzgledniamy
struktury przestrzennej;

@ Populacja jest w miare jednorodna;

@ Narodziny nowych osobnikéw i $mier¢ sg roztozone
jednorodnie w czasie.

Przyrost liczby osobnikéw w czasie od t do At:
N(t + At) = N(t) + RN(t)At
Dzielac stronami przez N(t) i biorac At — 0 otrzymujemy

N(t) = N(t)R(t, N(t)).
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Bez opdznienia Wyprowadzenie Wiasnosci Porownanie

Réwnanie logistyczne

Zaproponowane przez Verhulsta w 1838.
Zalozenie: wspdtczynnik rozrodczosci maleje linowo wraz ze
wzrostem populacii:

N
R(t,N)=r|1-—
(t.N) r( K)
Stad otrzymujemy rownanie logistyczne

N(t) = N(t) (1 _ @)

t

[ PF Verhulst, Notice sur la loi que la population suit dans son
accroissement, Corr. Math. et Phys, 10, 113—121, (1838).
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Réwnanie logistyczne
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Zalozenie: wspdtczynnik rozrodczosci maleje linowo wraz ze
wzrostem populacii:

R(t,N) = r(1 - %)

Stad otrzymujemy rownanie logistyczne

N(t) = rN(1) (1 - @)

K t

[ PF Verhulst, Notice sur la loi que la population suit dans son
accroissement, Corr. Math. et Phys, 10, 113—121, (1838).

Mata poprawka — uwzglednienie Smiertelnosci

N(t) = fN(t)(1 - @) — sN(t) = (r— s)N(t) (1 _ KN(t)s))

(r-
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Bez opdznienia Wyprowadzenie Wiasnosci Porownanie

Réwnanie Gompertza

Zatozenie: wspodtczynnik rozrodczo$ci maleje logarytmicznie wraz
ze wzrostem populacji:

N
(t,N) rin K

Rozwigzaniem jest krzywa Gompertza:

N(O) exp(rt)
N(t) = K[—=
) ( K ) t
& G. Gompertz, On the nature of the function expressive of the
law of human mortality, and on the new mode of determining
the value of life contingencies, Philos. Trans. R. Soc. Lond.,
115, 513-585, (1825).
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Bez opdznienia Wyprowadzenie Wiasnosci Porownanie

Réwnanie Greenspana

K

Wyprowadzanie pochodzi od Greenspana

N(t) = rN(t) (1 - (w)z/s)

[4 H.P. Greenspan, Models for the growth of solid tumour by
diffusion, Stud. Appl. Math., 52, 317-340, (1972).

Wyprowadzenie

@ Sktadniki odzywcze dyfundujg i sg konsumowane w statym
tempie przez komorki nowotworowe.

@ Zaktadamy radialng symetrie guza i state stezenie substanc;ji
odzywczych na zewnatrz.

@ Przyjmujemy, ze dyfuzja jest szybsza niz proliferacja,
korzystamy z przyblizenia quasi-stacjonarnego i wyznaczamy
rownanie na objeto$¢ guza.
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Bez opdznienia Wyprowadzenie Wiasnosci Porownanie

Réwnanie typu logistycznego

Wszystkie pokazane réwnania sg typu:
N(t) = N(t) R(N(t)),

gdzie
@ funkcja R jest malejgca dla N > 0;
Q@ NR(N) - 0przy N — 0;
Q@ R(K)=0.

Tego typu réwnania bede nazywat rownaniem typu logistycznego. |
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Bez opdznienia Wyprowadzenie Wtasnosci Poréwnanie

Podstawowe wtasnosci matematyczne

Dla nieujemnych danych poczatkowych:

@ Rozwigzania istniejg globalnie i sg nieujemne;
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Bez opdznienia Wyprowadzenie Wtasnosci Poréwnanie
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Bez opdznienia Wyprowadzenie Wtasnosci Poréwnanie
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Bez opdznienia Wyprowadzenie Wtasnosci Poréwnanie
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Bez opdznienia Wyprowadzenie Wtasnosci Poréwnanie

Podstawowe wtasnosci matematyczne

Dla nieujemnych danych poczatkowych:
@ Rozwigzania istniejg globalnie i sg nieujemne;
@ Wszystkie rozwigzania sg monotoniczne i dgzg do K.

@ Sg dwa stany stacjonarne: 0i K.

(]

Trywialny stan stacjonarny jest niestabilny.

@ Dodatni stan stacjonarny jest stabilny.

Jesli dane poczatkowe sg dostatecznie mate, to rozwigzanie
posiada punkt przegiecia: najpierw jest wypukte a potem
wkleste.
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Bez opdznienia Wyprowadzenie Wtasnosci Poréwnanie

Jak wygladajg rozwigzania?

Rozwigzanie réwnania:
logistycznego
Gompertza
Greenspana
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Bez opéznienia Wyprowadzenie Wtasnosci Poréwnanie

Rozwigzania réwnania logistycznego

K/2
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Z opbznieniem Jakidlaczego Wiasnosci

Po co op6znienie?

@ Moze modelowaé pewng kaskade proceséw, ktére trwaja
pewien czas (np. sciezke sygnatowa);

@ Moze stuzy¢ do uwzglednienia réznych szybkosci pewnych
procesow;

@ Moze modelowaé czas potrzeby na reakcje.

Model typu Hutchisona

Zaktadamy, ze rozrodczos¢ (per capita), w odpowiedzi na zmiane
zasobow $rodowiska nastepuje z pewnym opoznieniem 7:

N(t) = N(H)R(N(t - 7))

| A

Model typu Schuster&Schuster
Zaktadamy, ze zapoczgtkowanego procesu rozmnazania nie
mozna zatrzymag, a opdznienie jest zwigzane z czasem trwania

tego procesu: N(t) = N(t-7)R(N(t - 7))
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Z opdznieniem Jakidlaczego Wiasnosci

,Dobre” wtasnosci

@ Rozwigzania istniejg i sg okreslone dla wszystkich t > 0;

@ Rozwigzania sg jednoznaczne;

@ Rozwigzania nie muszg by¢ monotoniczne!

@ Gdy op6znienie przekracza warto$¢ krytyczna pojawiaja sie
oscylacje (bifurkacja Hopfa).

3

—rt=1
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1

0.5
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Z opdznieniem Jakidlaczego Wiasnosci

JZta” wiasnosc¢

Rozwigzania réwnania z opdznieniem w dwéch miejscach moze
przyjmowac wartosci ujemne, nawet jesli dane poczatkowe sg
z przedziatu [0, 1]!

15

0.5
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Z op6znieniem Jakidlaczego Wiasnosci

Czy z ujemnoscig rozwigzan da sie ,co$” zrobi¢?

Skalowanie czasu f = t/7 i zmiennej x = N/K daje réwnanie

x(t)=ax(t-1)(1-x(t-1)), a=rr

W petnej ogoélnosci — nie da sie

x(-7) > 1oraz x(0) =0 = x(t) <0dlat >0, bliskich 0.

Jesli dane poczatkowe sg z przedziatu [0, 1]

mozna pokazaé, ze jesli @ = rr odpowiednio mate, to rozwigzania
sg dodatnie. Jesli @ = rr dostatecznie duze, to (niektére)
rozwigzania przyjmuja wartosci ujemne.

[4 M.B., On the nonnegativity of solutions of delay differential
equations, Appl. Math. Lett., 13, 91-95, (2000).
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia Model Hahnfeldta i in.

Model logistyczny z op6znieniem i Smiertelnoscig

Zmiany w stosunku do klasycznych modeli

@ Odpowiednio skalujemy zmienng i czas;
o Smiertelno$¢ nie zalezy od op6znienia i jest opisana
funkcja s;
o Smiertelnos¢: naturalna lub wywotana ingerencja z zewnatrz.

<

Postacie modelu

@ Opdbznienie w jednym miejscu

anmn@«mpqn—qn)
@ Opdznienie w dwéch miejscach

X(t) = ax(t = )f(x(t = 1)) = x(1)s(1).
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia Model Hahnfeldta i in.

Smiertelno$é stata w czasie — bifurkacja Hopfa

(4 M.B., M.J. Piotrowska, U. Fory$, Existence and stability of
oscillating solutions for a class of delay differential equations,
Nonlin. Anal. Real World Applications, 14, 1780-1794, (2013)

Opo6znienie w jednym miejscu:

x(t) = a/(x(t)f(x(t —1)) - sx(t))
Skalujmy réwnanie tak, by f(1) = s.
v/
ifurkacja Hopfa dl = —;
@ bifurkacja Hopfa dla ag 27 (1))
o bifurkacja jest nadkrytyczna jesli f”/(1) > «;
@ bifurkacja jest podkrytyczna jesli f”’(1) < «,
gdzie
4

=g (;(m) () = (B (12 +7F (D (1) + 11f”(”2)) <0
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia Model Hahnfeldta i in.

Smiertelno$é stata w czasie — bifurkacja Hopfa

Opédznienie w dwoéch miejscach
x(t) = a(x(t —D)f(x(t=1)) - sx(t))
Skalujmy réwnanie tak, by f(1) = s, g(x) = x f(x).

arccos(s/g’(1)) .
gpE-s
@ bifurkacja jest nadkrytyczna jesli:
e g”(1)>0Ilub

e g””’(1) < 0 oraz pochodne funkcji g oraz s spetniajg pewne
dodatkowe nieréwnosci

@ bifurkacja Hopfa dla ag =

@ bifurkacja jest podkrytyczna jesli: g”’(1) < 0 oraz sg
spetnione dodatkowe nieréwnosci (przeciwne do tych
z punktu wyzej).
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia Model Hahnfeldta i in.

Porownanie dla réwnania logistycznego

Opodznienie w jednym miejscu Opodznienie w dwdéch miejscach

globalnie lokalnie .
asymptotycznie asymptotycznie
stabilny stabilny
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia Model Hahnfeldta i in.

Porownanie dla réwnania logistycznego

Opodznienie w jednym miejscu Opodznienie w dwdéch miejscach

@ stabilnos¢ 7 € [0,7¢) @ stabilnos¢ 7 € [0,7¢)
@ nadkrytyczna BH dla @ nadkrytyczna BH dla
3 s
= arc cos | 55—
°T2(r-5) T, = (223-’) _
@ niestabilno$é t > 7¢ (28-r32-S
@ niestabilnos¢ T > 1,

/tabilnoéé dla “

> wszystkich 7> 0
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia Model Hahnfeldta i in.

Smiertelno$é zmienna w czasie

[4 M.B., U. Forys, M.J. Piotrowska, Logistic type equations with

discrete delay and quasi-periodic suppression rate, Appl.
Math. Lett., 26, 607-611, (2013)

@ Zmienna x opisuje wielko$¢ nowotworu;

@ Interesuje nas jak na dynamike wptywa zewnetrzna
interwencja (leczenie);

o Lek zwykle podawany jest okresowo.

Marek Bodnar (Uniwersytet Warszawski)

Zastosowania réwnan typu logistyczngo
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia Model Hahnfeldta i in.

Funkcja farmakokinetyczna

Zalozenie

@ Lek podawany dozylnie, w réwnych odstepach czasu.
@ Czas podawania leku jest krotki, taka sama dawka.
@ tempo rozktadu/usuwania leku jest state.

Niech s(t) oznacza stezenie leku we krwi, T — czas miedzy
kolejnymi dawkami, a — wielko$¢ pojedynczej dawki
5(t) = —as(t)
s(nT+) =s(nT-)+a, neN

Stad
s(t) = a (e/lT({t/T}+1)_e—/lt)
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia Model Hahnfeldta i in.

Definicja funkcji asymptotycznie okresowe;j

Funkcje s : ]Rar — R nazwiemy asymptotycznie okresowg
0 okresie o jesli istniejg funkcje Sp, Sq : ]R;r — R, takie ze
@ s(t) = sp(t) + sq(1).
@ sp(t) jest funkcjg okresowg o okresie o,

@ s4(t) = 0 przy t — +oo.

& - [—okreswa
‘ i i i i i i ——asymptotycznie okresowa
0.5 . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia Model Hahnfeldta i in.

Model z opéznieniem w jednym miejscu

x(t) = a(f(x(t - 1)) - s(t))x(t) : (%)

@ f:RT — Rciggta
Q f(1)=0,f(x)>0dlaxe (0,1)oraz f(x) <O0dlax > 1;
Q@ o albo(a) Xli_)rg f(x) =1

e albo (b) XILrQ+ f(x) = +o0 oraz XILng+ xf(x) = 0.

@ s:R; — Rciggta

Oznaczamy

n+1
5 = f s(é)oke,

Marek Bodnar (Uniwersytet Warszawski) Zastosowania réwnan typu logistyczngo Bedlewo, czerwiec 2013 22/42



Zastosowania Model ze $miertelnoscia Model Hahnfeldta i in.

Globalna stabilnos¢ zerowego stanu stacjonarnego

Twierdzenie

Jesli dodatkowo f malejaca i

(i) albo I|m|nf— Z §>1,

n——oo

(i) lub I|m|nf—Zs,—1oraz ZSJ>1

n——+oo N

Woéwczas zerowy stan stacjonarny rownania (x) jest globalnie
stabilny w R

o
N,

Twierdzenie
Jesli zerowy stan stacjonarny jest globalnie stabilny, to

limsup§, > lim f(x).
n——o0 x—0

A

Bedlewo, czerwiec 2013 23/42
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia Model Hahnfeldta i in.

Mocniejszy warunek, ale tatwiejszy do sprawdzenia

Uwaga
Poniewaz n—1
liminf — Z §j > liminf s,
n——+oo N n——4oo
]_

zatem warunek
I|m|nf—Zs, > 1
n—-+co N

mozemy zastgpi¢ (mocniejszym) warunklem

liminfs, > 1.
n—-+4oo
Réwnos¢ 1 =
liminf — " 5 = liminf§,
n—+4o N 4 0 n——4oo
j:

zachodzi tylko wowczas gdy ciag S, posiada granice.
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia Model Hahnfeldta i in.

Whnioskow kilka

Whiosek

Jesli f jest malejgca a Sy, cigg nierosngcy. Wowczas zerowy stan
stacjonarny réwnania (x) jest globalnie stabilny w ]R(J)r wtedy i tylko
wtedy, gdy

lim s, > lim f(x).
n—--oo x—0t

Uwaga

| A\

Jeslilimy_,q+ f(x) = +oco, wéwczas zerowy stan stacjonarny nie
moze by¢ globalnie stabilny. Tak jest dla réwnania Gompertza.

N
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia Model Hahnfeldta i in.

Okresowa i asymptotycznie okresowa Smiertelno$¢

Niech s bedzie asymptotycznie okresowa o okresie o, S wartosé
srednia funkcji s, oraz

f Sq(t)dt bedzie zbiezna.
0

Jesli f jest malejgca, to wéwczas zerowy stan stacjonarny jest
globalnie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

s> lim f(x).
_xl»0+ (X)

| \

Whiosek

Jesli f jest malejgca a funkcja s(t) jest okresowa o okresie o,
zerowy stan stacjonarny jest globalnie stabilny wtedy i tylko wtedly,

gdy

§> lim f(x).

x—0

Marek Bodnar (Uniwersytet Warszawski) Zastosowania réwnan typu logistyczngo Bedlewo, czerwiec 2013 26/42



Zastosowania Model ze $miertelnoscia Model Hahnfeldta i in.

Szkic dowodu

Rozwazamy przypadek f(0+) = 1.

= a1 - g(x(t-1) - s(1). 9(x) =1 1(x)

Catkujac stronamiod t do no+t,dla t € [0, o]
t n-1 t no+t
In M = a/[n0' - O'Z S+ f s(&)d¢ - f s(&)dé+
]:O 0 no

x(t)
no+t—1
- g(X(-f))dé’)

Przypadek s(t) okresowej:

no—+t-1

x(no + 1) = x(t)e" (15 ema fo T g(x(@)ae
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia Model Hahnfeldta i in.

Dowodu cigg dalszy

X(no' —+ t) — X(t)enao-(1_§) e :¢17+t71

Przypadek s > 1

Oczywiscie tlirp x(t) =0.

9(x(¢))dé

o’

Przypadek s = 1

no+t—1

g(0) i g(x) / (bo F(0+) = 1, F(x) \), wigc f g(x(&))de

t-1

@ albo jest zbiezna i wéwczas
g(x(T)) -0 = x(T) — 0,

@ albo jest rozbiezna do +c0, a wowczas

e I k@
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia Model Hahnfeldta i in.

Dowod w drugg strone — nie wprost

Twierdzenie

Jesli zerowy stan stacjonarny jest globalnie stabilny, to

limsups, > lim f(x).

n——+oo x—0t

N

Dowod nie wprost (dla przypadku okresowej funkcji s).
Bierzemy r = 1. Zatem f(0+) > r i zaktadamy, ze 5 < r.

Skoro x(t) — 0, to istnieje 0 < & < r — 8, takie ze f(x(t)) > r—edla

duzych t.
x(t) = cx(f(x(t 1)) - s(t)) > a(r(1 - f) - s(t))

Stad
(noa')e ((r —&-5)(n—no)+r(1 a/r)t—i—an‘rH §)d§)

x(no +t) > x
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia Model Hahnfeldta i in.

Gdy zerowy stan stacjonarny jest niestabilny

Twierdzenie

Jesli f jest Scisle malejgca oraz f(0+) = 1, to dla kazdej funkcji
poczatkowej ¢ istnieje ty, takie ze 0 < x(t) < e* dla wszystkich
t> 0.

Dowodd:

| \

Podstawiamy y = In x i otrzymujemy réwnanie

y=Ty(t-7). Hy) =)
Mamy trzy przypadki:
@ y(t) > 0 dla wszystkich t > ty, = y(t) — 0.

@ y(t) <0dlawszystkicht > fh, = x(t) < 1.

@ zer funkcji y(t) jest nieskonczenie wiele.

\
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia Model Hahnfeldta i in.

Przypadek nieskonczenie wielu zer

o y(tn) = ?(y(tnl— 1)) = s(tn) =0 = y(tn—1) < 0.
o f(x) < 1czylif(y) <1.
o

A

tm tm
y(tm):fz y(t)dtgafz Hy(t—1))dt < o

o Zatem x(t) < e”. m

Whiosek (nie taki prosty — tw. o punkcie statym)

Jesli s(t) jest okresowa, a 0 nie jest stabilny, to istnieje rozwigzanie
okresowe.
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia Model Hahnfeldta i in.

Warunek skonczonej granicy w zerze jest istotny

Rozwazmy réwnanie Gompertza dla @ = 3. Po podstawieniu
y = In x otrzymujemy

y(t) = -3 (ny(t - 1) - s(1))
Dla dowolnych g, vy, jesli

2 t t _
s(t) :y—ﬁ(;sin% + cos %) to y(t) :,Btsmﬂ— -7.

2

15 -

1+ -
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia  Model Hahnfeldta i in.

Co to jest angiogeneza i jej zwigzek z nowotworami

@ W 1971 Judah Folkman odkryt,
ze wzrost guza nowotworowego
silnie zalezy od ilosci naczynh
krwiono$nych.

@ Podsumowat,ze jesli
potrafiliby$my powstrzymac
nowotwor od zapewnienia sobie
dostaw sktadnikéw odzywczych
(poprzez doptyw krwi), to
nowotwor sam by zaniknat.

Downloaded from:
http://www.umgcc.org
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia  Model Hahnfeldta i in.

Rodzina modeli Hahnfeldta i in.

@ P Hahnfeldt, D. Panigrahy, J. Folkman, and L. Hlatky, Tumor
development under angiogenic signaling: a dynamical theory
of tumor growth, treatment response, and postvascular
dormancy, Cancer Res., 59, 4770-4775, (1999)

[§ A.d'Onofrio and A. Gandolfi, Tumour eradication by
antiangiogenic therapy: analysis and extensions of the model
by Hahnfeldt et al. (1999), Math. Biosci., 191, 159-184, (2004)

[4 A.d’Onofrio and A. Gandolfi, A family of models of
angiogenesis and anti-angiogenesis anti-cancer therapy,
Math. Med. Biol., 26, Math. Med. Biol., (2009)

[4 J. Poleszczuk, M.B., U. Fory$, New approach to modeling of
antiangiogenic treatment on the basis of Hahnfeldt et al.
model., Math. Biosci. Eng., 8, 591-603, (2011)
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia  Model Hahnfeldta i in.

Rodzina modeli Hahnfeldta i in.

Zmienne
@ p(t) — objetos¢ nowotworu,
@ q(t) — maksymalny rozmiar jaki nowotwoér moze osiagnac

przy danym ukrwieniu.
: p(t)
p(t) = —ep(t)In -0 |
q(t)
q(t) = —uq(t) + bS(p( t) q(t)) — di(p — eq(t)u(t)

@ naturalny ubytek®

@ stymulacja przez nowotwor
@ wewnetrzna inhibicja
@ leczenie anty-angiogennne
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia  Model Hahnfeldta i in.

Rodzina modeli Hahnfeldta i in.

Zwiazek miedzy stymulacjg i inhibicjg

wyprowadzono nastepujacy zwigzek miedzy S(p, q) oraz I(p, q)

I(p.q) .
S(p.q) ’

gdzie o + 8 = 2/3.

v

Wzory pojawiajace sie w literaturze
Hanhfeldt etal.:  S(p,q)=p I(p,q) = qp?®
d’Onofrio and Gandolfi: ~ S(p,q) =q  I(p.q) = qp?/®
Ergunetal.:. S(p.q) =q¢*® I(p,q) = g*?

v

G A Ergun, K. Camphausen and L.M. Wein, Optimal scheduling
of radiotherapy and angiogenic inhibitors, Bull. Math. Biol., 65,
407-424, (2003)
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia  Model Hahnfeldta i in.

Modyfikacja modelu — leczenie anty-angiogenne

@ Zaktadamy, ze lek wigze i blokuje stymulatory angiogenezy;

@ Przyktadem takiego leku jest bevacizumab (nazwy handlowe:
Avastin, Genentech/Roche).

@ Stezenie leku oznaczamy przez u.

Uktad

= —gpln =y

P P

: ﬁ pa 2/3
—— + b—————— p-—d ,

podobnie jak Hahnfeldt i in. zaktadamy u = 0.

v

Podstawowe wtasnosci

@ Rozwigzania istniejg globalnie i sg nieujemne
o zbior (R*)? jest niezmienniczy;
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia  Model Hahnfeldta i in.

Portret fazowy (state stezenie leku)

p p
@ Izoklinadlap:p=gq;
. b Bg+p” 2/3
Izoklinadlaqg:g=—-———— ;
@ |zoklinadlaqg: q daﬂ—i—u—i—ap“p ;
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia  Model Hahnfeldta i in.

Stabilnos¢ stanu stacjonarnego

Jeslia € [0, 5] or @ > § oraz spefniona jest nieréwnosé

b\% a—§1_37&
u>a = a+% - B,

to istnieje jedyny stan stacjonarny w (]R+)2.

| \

Twierdzenie

Jesli istnieje doktadnie jeden stan stacjonarny w (]R+)2, fo jest on
globalnie stabilny.

v

Dowadd: Portret fazowy + Dulac-Bendixson. [ |
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Zastosowania Model ze $miertelnoscia  Model Hahnfeldta i in.

Dopasowanie do danych — model i parametry

Dopasowany zostat model Erguna et al.

Model Erguna etal. daa = =10

p

p=-epini. §=-uq+b q*° - dg*’®,

a-+u

Dopasowywane parametry: pp = 75, qo = 9 oraz

e = 0.2032, u=0, b =0.4037, a = 4.598,
d =0.0028, Aggun = 0.0969, Anyedir = 0.0496, 7y = 0.0273,

Btedy dopasowania

bez leczenia | 2 mg/kg | 4mg/kg
oryginalny model 0.011721 0.094679 | 0.13220
model zmodyfikowany | 0.011721 0.068681 | 0.11835
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Dopasowanie dany

Zastosowania

h — bevacizumab

Model ze $miertelnoscia  Model Hahnfeldta i in.

without treatment
8000 7
"
- --q - carrying capacit S
6000 q rying capacity g

4000

2000

week

treatment — 2mg (modified model)

treatment — 4mg (modified model)

2000 p - tumour volume . 1000 tumour volume .
q - carrying capacity . carrying capacity /'
1500 ‘
1000
500 R
G‘{0 2 4 6
week week
treatment — 2mg (original model) treatment — 4mg (original model)
2000 tumour volume /' + 1000 tumour volume ,"
- - carrying capacity| - carrying capacity F
1500 ! 800 !
600
1000
400
500 200
3
0
dO 2 6 0 2 4 6
week week
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